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About calculation of rectangular plates by a variational method


The article presents the calculation of rectangular plates by a variational method. For considered rectangular plate the research was conducted by the equilibrium conditions of the elementary strip isolated from the plate, by the method that was used in the works of V.Z.Vlasov. To illustrate the above variational method were given specific examples of the calculation of a square plate, hinged along the contour and loaded equally by distributed loading of given intensity, as well as a square plate, rigidly clamped along the contour. A comparative analysis of the results was carried out.
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A variational method by Vlasov-Kantorovich. Consider a rectangular plate. In contrast to considered classical variational methods in which the required function of the plate deflection 
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, in the Vlasov-Kantorovich method, this function is sought in the form
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where 
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 - functions to be determined, and 
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 - function selected in advance in accordance with the boundary conditions given at the longitudinal edges of the plate 
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The required functions with the dimension of the deflection can be called the generalized plate deflections, and the dimensionless functions - coordinate functions or functions of the transverse distribution of deflections.
Comparing the expansion (1) with the formula of method of single trigonometric series, where the required function of plate deflection can be presented here as single series 
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where, 
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- unknown function of one variable, which is selected so that the expression (2) satisfied a resulting equation and conditions of fixing on the edges 
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, it is easy to notice that  a variational method of Vlasov-Kantorovich can be considered as generalization of M.Levy method. Indeed, in the method of M. Levy as functions of the coordinates 
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 are chosen trigonometric expressions, which correspond only the case of hinged support the longitudinal edges of the plate [1].

Three different approaches can be used to define functions
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. These functions can be found by considering, for example, the conditions of equilibrium of elementary strip isolated from the plate sections parallel to the axis
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. For this purpose, we can also use an expression of potential energy
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if to add the expansion to it (1) and to equate to zero, the first variation of the energy caused by the variation 
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 of unknown function. We can finally find the functions
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, having used the Bubnov-Galerkin method for solving the basic equations of the problem. 
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where 
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- the intensity of the external distributed load, 
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- biharmonic operator. For this we need add the expression (1) in the differential equation (3) and require the operator to all orthogonal functions 
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 obtained. Naturally, in all these cases, we get the same result, namely, a system of ordinary differential equations about the functions 
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Consider the first of these approaches, which was used in the works of V.Z Vlasov and his disciples. Meanwhile the conditions of elementary strips equilibrium will be understood in the sense of the principle of virtual displacements, equating to zero the total operation of all internal and external forces on the strip possible for its movements. Let us take as a possible displacement displacements described by functions 
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. Because at our disposal there is linearly independent functions 
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, we can make the equilibrium equations, from which identify all 
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 the required functions 
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External forces to the selected strip are stated loading
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, bending moments 
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 and listed shear forces 
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  and their increments, and centered angular forces equal to twice the value of the torque in the same corner points. Possible work of these forces on the displacement
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, divided into 
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Note that the work of bending moments 
[image: image35.wmf]y

M

 is equal to zero due to the fact that the strip 
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 is bent on a cylindrical surface. The expression in square brackets, part (4), should be understood as the difference between the values of the quantity in parentheses to the extreme points of the strip
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Bending moments 
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 and given shear forces 
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 are internal forces of the elementary strip. Work of shear forces will be zero due to the previously accepted hypothesis about the absence of progress in the vertical plane. Work of bending moments is
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Here, the minus sign before the integral is common in the determination of the internal forces; the minus sign before 
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 the minus sign depends on different direction of curvature at positive 
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In view of (4) and (5) the condition of the elementary strip balance corresponding to any
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 possible displacements
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, takes the form
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Included in the equation (6) given shear forces
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, torque 
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 and bending moments 
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 on the basis of the expansion (1) can be written in the form
Having substituted (7) into the equation (6), having made the necessary differentiation and simple transformations, we finally obtain a system 
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 of ordinary differential equations of the following form.   
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where
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The coefficients (9) are determined only by the selected system of functions of the transverse distribution of the deflection
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. Due to Betty theorem of reciprocity work they have reciprocity property:
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, that gives the symmetry of the system of equations (8).

Free terms (9) of the equations (8) depend on the given loading and selected functions
[image: image55.wmf])

(

x

j

c

. If the composition of given loading includes and point forces
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 the plate sections
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Integrating the system of equations (8), we can find 
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 functions 
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 arbitrary constants of integration. To determine them on the cross edges of the plate 
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 of boundary conditions defined through generalized displacements, or through generalized efforts.

Generalized deflections 
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 are generalized plate movements (10)

Under the generalized moment 
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Under generalized shearing force 
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 is meant work of shear forces 
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 and torques 
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 of section 
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 or work of given shear forces 
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Including into the formula (11) and (12) values of moments and shear forces, expressed in terms of (1) (see, for ex., (7)), for generalized efforts of plate section
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, we get the following expressions:
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Formulas (10) and (13) make it possible to formulate on each of the cross edges of the plate 
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 of the boundary condition, set by generalized displacement (built-in edge), generalized efforts (edge free from built-in) or in mixed form (hinged edge).

Because in the considered variational method a required function of deflections 
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 is given a priori only in one direction and in the other is sought precisely because of solving differential equations (8), this method is, in principle, more accurate than the classical variational methods described previously. The accuracy of the solution here will depend, naturally, on the number of terms withheld in the series (1), as well as on how well are chosen the approximating functions
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When selecting a system of functions 
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 we should bear in mind that they must be linearly independent and have the necessary fullness. In addition, they should satisfy geometrical conditions given on the longitudinal edges of the plate. Satisfying of static boundary conditions as in the Ritz method is in principle not required. But if functions 
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 satisfy both geometric and static conditions on the edges 
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, the accuracy of the solution can be significantly increased. In case if given loading 
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 is quite smoothly distributed over most part of the plate surface, in the expansion of (1) with sufficient accuracy for practical purposes we can restrict only the first one or, as a last resort, the first few terms. Moreover, for selection of functions 
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 can be recommended so-called static method, the essence of which is that the function 
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 is selected as the line of the beam deflection of length 
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, having on the ends the same fastenings, as the plate on the lines 
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. In the capacity of loading causing beam deflection may be taken loading, similar to that applied to the considered plate.

To illustrate the above variational method, consider a few specific examples of calculation. As the first example, take a square plate of size
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, hinged all over the contour and loaded uniformly distributed load of intensity
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Solving the problem in the first approximation, i.e., limiting in the expansion (1) of one term, choose a function 
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 as a line of beam deflection loaded uniform loading. In dimensionless form, this function will be written in the following way:
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and will, of course, satisfy the boundary conditions specified on the edges of the plate 
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. At one term of the expansion (1) a system of differential equations (8) contains only one equation
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the coefficients of which and a free term G with regard to (15) have the following meanings.
Rewrite equitation (16) in a more convenient form for integration:
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The roots of the characteristic equation corresponding to equation (18) will be equal
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According to types of the roots (19) the solution of the differential equation (18) will be written as
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and particular solution will take the form of integration occurring in (20), are determined from the boundary conditions defined on the transverse edges of the plate: at  
[image: image109.wmf]0

=

y

  and 
[image: image110.wmf]a

y

=

 
[image: image111.wmf].

0

=

¢

¢

=

W

W


After determination of integration constants deflection of the plate can be found by the formula
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and internal forces – according to the formulas (13)-(14), in which under the function
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 should be understood the expression (15), and under the function
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 - the expression (20).

The calculations show that in the center of the plate (at
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) deflection and bending moments will take the following values:
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If in the above method as a function 
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 has been accepted a function
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, the resulting decision would be exactly coincided with the decision of the method M.Levi [3].

As the second example, consider the same uniformly loaded square plate with a side but rigidly clamped all over the contour.

Again solving a problem only in the first approximation we represent required deflection of the plate in the form (21), and the function of the transverse distribution of the deflection
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 will choose as a function of beam deflection, rigidly clamped at both ends.

At the same time, compared with the previous case, here will change only the values of the coefficients (17), included in the basic differential equation of the problem (18), the solution of which again will be written in the form (20). o determine the arbitrary constants of integration  
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we can write the following boundary conditions at 
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which will allow to find the final expression for the function
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Omitting the intermediate calculations, we give the values of the deflection and bending moments in the center of the plate, at 
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 and 
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as well as the values of the reduced shear forces for the middle of clamped edges of the plate.
The numbers in parentheses are shown the exact (table) values of the corresponding values.

We can see that and in this case, the first approximation of considered method gives good results: an error in the value of the bending moments does not exceed 6.9% in the value of shear forces - 10.2%. At the same time the results are more exact than those which are determined by means of the Bubnov-Galerkin method [3].
О расчете прямоугольных пластин вариационным методом 
В статье представлены расчеты прямоугольных пластин вариационным методом. Для рассматриваемой прямоугольной пластины проведено исследование через условия равновесия элементарной полоски, выделенной из пластины, методом, который применялся в работах В.З. Власова. Для иллюстрации изложенного вариационного метода приведены конкретные примеры расчета квадратной пластины, шарнирно опертой по всему контуру и загруженной равномерно распределенной нагрузкой заданной интенсивности, а также квадратной пластины, жестко защемленной по всему контуру. Проведен сравнительный анализ полученных результатов. 

Ключевые слова: прямоугольная пластина, функция прогибов, усилия, изгибающие моменты, крутящий момент, поперечные силы, цилиндрическая жесткость пластины, шарнирное опирание, равномерно распределенная нагрузка.

Вариационный метод Власова-Канторовича. Рассмотрим прямоугольную пластину. В отличие от рассмотренных классических вариационных методов, в которых искомая функция прогибов пластинки 
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 задавалась заранее с точностью до постоянных 
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в методе Власова-Канторовича эта функция разыскивается в виде
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где 
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 - функции, подлежащие определению, а 
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 - функции, выбираемые заранее в соответствии с граничными условиями, заданными на продольных краях пластинки 
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Искомые функции 
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, имеющие размерность прогиба, могут быть названы обобщенными прогибами пластинки, а безразмерные функции 
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 - координатными функциями или функциями поперечного распределения прогибов. 

Сопоставив разложение (1) с формулой метода одинарных тригонометрических рядов, где искомая функция прогибов пластины 
[image: image137.wmf])
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 может быть представлена здесь в виде одинарного ряда
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где, 
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- неизвестная функция одного переменного, которая выбирается так, чтобы выражение (2) удовлетворяло разрешающему уравнению и условиям закрепления на кромках 
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, не трудно заметить, что вариационный метод Власова-Канторовича может рассматриваться как обобщение метода М. Леви. Действительно, в методе М. Леви в качестве функций координаты 
[image: image142.wmf]x

 выбираются тригонометрические выражения, что соответствует только случаю шарнирного опирания продольных краев пластины [1].

Для определения функций 
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 могут быть использованы три различных подхода. Эти функции можно найти, рассмотрев, например, условия равновесия элементарной полоски, выделенной из пластинки сечениями, параллельными оси 
[image: image144.wmf]Ox

. Для этой цели можно воспользоваться также выражением потенциальной энергии
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если внести в него разложение (1) и приравнять нулю первую вариацию энергии, вызванную вариацией 
[image: image146.wmf]i
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неизвестной функции. Можно, наконец, найти функции 
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, применив метод Бубнова-Галеркина для решения основного уравнения задачи. 
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где 
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- интенсивность внешней распределенной нагрузки, 
[image: image150.wmf]W
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- бигармонический оператор. Для этого нужно внести выражение (1) в дифференциальное уравнение (3) и потребовать ортогональности полученного оператора всем функциям 
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. Естественно, что во всех перечисленных случаях мы получим одинаковый результат, а именно, систему обыкновенных дифференциальных уравнений относительно функций 
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 [2]. 

Рассмотрим первый из названных подходов, который применялся в работах В.З. Власова и его учеников. При этом условия равновесия элементарной полоски 
[image: image153.wmf]dy

 мы будем понимать в смысле принципа возможных перемещений, приравнивая нулю суммарную работу всех внешних и внутренних сил полоски на возможных для нее перемещениях. Примем в качестве возможных перемещений перемещения, описываемые функциями 
[image: image154.wmf])

(

x

j

c

 при 
[image: image155.wmf]1

=

j

W

. Поскольку в нашем распоряжении имеется 
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 линейно независимых функций
[image: image157.wmf])

(

x

j

c

, мы сможем составить 
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 уравнений равновесия, из которых и определятся все 
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 искомых функций 
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Внешними по отношению к выделенной полоске силами являются заданная нагрузка 
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, изгибающие моменты 
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 и приведенные поперечные силы 
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 и их приращения, а также сосредоточенные угловые силы, равные удвоенным значениям крутящих моментов в тех же угловых точках. Возможная работа этих сил на перемещении 
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Заметим, что работа изгибающих моментов 
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 равна нулю вследствие того, что полоска 
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 изгибается по цилиндрической поверхности. Выражение в прямых скобках, входящее в (4), следует понимать как разность значений стоящей в скобках величины для крайних точек полоски 
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Внутренними силами элементарной полоски являются изгибающие моменты 
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и приведенные поперечные силы 
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. Работа поперечных сил будет равна нулю в силу принятой ранее гипотезы об отсутствии сдвигов в вертикальной плоскости. Работа изгибающих моментов составит
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Здесь знак минус перед интегралом является обычным при определении работы внутренних сил; минус перед 
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 зависит от различного направления кривизны при положительных 
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С учетом (4) и (5) условие равновесия элементарной полоски соответствующее любому из 
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 возможных перемещений 
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Входящие в уравнение (6) приведенные поперечные силы 
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, крутящие 
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 и изгибающие моменты 
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 на основании разложения (1) запишутся в виде

Подставив (7) в уравнение (6), произведя необходимое дифференцирование и несложные преобразования, получим окончательно систему 
[image: image182.wmf]n

 обыкновенных дифференциальных уравнений следующего вида
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где
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Коэффициенты (9) определяются только выбранной системой функций поперечного распределения прогиба 
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. Вследствие теоремы Бетти о взаимности работ они обладают свойством взаимности: 
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, что придает симметрию системе уравнений (8).

Свободные члены (9) уравнений (8) зависят от заданной нагрузки и выбранных функций 
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. Если в состав заданной нагрузки входят и сосредоточенные силы 
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, приложенные в 
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 сечениях 
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 пластинки, то следует добавить их работу на перемещениях 
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Интегрируя систему уравнений (8), мы можем найти 
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 функций 
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 с точностью до 
[image: image195.wmf]n

4

 произвольных постоянных интегрирования. Для их определения на поперечных краях пластинки 
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 следует поставить 
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 граничных условия, заданных через обобщенные перемещения, или через обобщенные усилия.

Обобщенными перемещениями пластинки являются обобщенные прогибы 
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 и углы поворота 
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Под обобщенным моментом 
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 будем понимать работу изгибающих моментов 
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Под обобщенной поперечной силой 
[image: image207.wmf]yj

Q

 подразумевается работа поперечных сил 
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и крутящих моментов 
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 сечения 
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 на возможном перемещении 
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 или, что то же самое, работа приведенных поперечных сил 
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 и сосредоточенных угловых сил, численно равных 
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Внося в формулы (11) и (12) значения моментов и поперечных сил, выраженные через (1) (см., например, (7)), для обобщенных усилий сечения 
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 пластины, получим следующие выражения:
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Формулы (10) и (13) позволяют сформулировать на каждом из поперечных краев пластинки по 
[image: image217.wmf]n
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 граничных условия, заданных через обобщенные перемещения (защемленный край), через обобщенные усилия (край, свободный от закреплений) или в смешанной форме (шарнирно опертый край).

Поскольку в рассматриваемом вариационном методе искомая функция прогибов 
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 задается априорно только в одном из направлений, а в другом разыскивается точно из решения дифференциальных уравнений (8), этот метод является в принципе более точным, чем описанные ранее классические вариационные методы. Точность решения будет зависеть здесь, естественно, от количества членов, удержанных в ряде (1), а также от того, насколько удачно выбраны аппроксимирующие функции 
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При выборе системы функций 
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 следует иметь в виду, что они должны быть линейно независимы и, обладать необходимой полнотой. Кроме того, они должны удовлетворять геометрическим условиям, заданным на продольных краях пластины. Удовлетворение их статическим граничным условиям, как ив методе Ритца, не является в принципе обязательным. Однако, если функции 
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 удовлетворяют как геометрическим, так и статическим условиям на краях 
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 точность решения может существенно повыситься. В том случае, если заданная нагрузка 
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 достаточно плавно распределена на большей части поверхности пластины, в разложении (1) с достаточной для практических целей точностью можно ограничиться лишь одним первым или, в крайнем случае, несколькими первыми членами. При этом для выбора функций 
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 может быть рекомендован так называемый статический метод, суть которого заключается в том, что функция 
[image: image226.wmf])

(

x

c

 выбирается как линия прогибов балки длиной 
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, имеющей по концам те же закрепления, что и пластина на линиях 
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. В качестве нагрузки, вызывающей прогиб балки, может быть принята нагрузка, подобная той, которая приложена к рассматриваемой пластине.

Для иллюстрации изложенного вариационного метода рассмотрим несколько конкретных примеров расчета. В качестве первого примера возьмем квадратную пластинку размера 
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, шарнирно опертую по всему контуру и загруженную равномерно распределенной нагрузкой интенсивности 
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. Примем также 
[image: image232.wmf]3

.

0

=

n

.

Решая задачу в первом приближении, то есть, ограничиваясь в разложении (1) одним членом, выберем функцию 
[image: image233.wmf])
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 как линию прогибов балки, загруженной равномерной нагрузкой. В безразмерном виде эта функция запишется следующим образом:
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и будет, естественно, удовлетворять граничным условиям, заданным на краях пластинки 
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.При одном члене разложения (1) система дифференциальных уравнений (8) содержит только одно уравнение
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коэффициенты которого и свободный член G с учетом (15) имеют следующие значения

Перепишем уравнение (16) в более удобном для интегрирования виде:
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Корни характеристического уравнения, соответствующего уравнению (18), будут равны
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В соответствии с видом корней (19) решение дифференциального уравнения (18) запишется так


[image: image240.wmf]0

4

4

3

3

2

2

1

1

W

C

C

C

C

W

+

F

+

F

+

F

+

F

=

,                                          (20)

а частное решение примет вид. 

интегрирования 
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, входящие в (20), определяются из граничных условий, заданных на поперечных краях пластины: при  
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После определения постоянных интегрирования прогиб пластины может быть найден по формуле 
[image: image245.wmf])
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а внутренние усилия – по формулам (13)-(14), в которых под функцией 
[image: image246.wmf])
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 следует понимать выражение (15), а под функцией 
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 - выражение (20).

Проведенные вычисления показывают, что в центре пластины ( при 
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) прогиб и изгибающие моменты примут следующие значения:
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Если бы в рассмотренном методе в качестве функции 
[image: image250.wmf]c

 был принята функция 
[image: image251.wmf]a
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, то полученное решение в точности совпало бы с решением метода М.Леви [3].

В качестве второго примера рассмотрим ту же равномерно загруженную квадратную пластину со стороной 
[image: image252.wmf]a

, но жестко защемленной по всему контуру.

Вновь решая задачу лишь в первом приближении, представим искомый прогиб пластинки в виде (21), а функцию поперечного распределения прогиба 
[image: image253.wmf])
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 выберем как функцию прогибов балки, жестко защемленной по концам.

При этом, по сравнению с предыдущим случаем, здесь изменятся лишь величины коэффициентов (17), входящих в основное дифференциальное уравнение задачи (18), решение которого снова запишется в форме (20). Для определения произвольных постоянных интегрирования  
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можно записать следующие граничные условия при 
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которые и позволят найти окончательное выражение для функции 
[image: image258.wmf])
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Опуская промежуточные выкладки, приведем значения прогиба и изгибающих моментов в центре пластины, при 
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а также значения приведенных поперечных сил для середины защемленных краев пластины.

Цифрами в скобках здесь показаны точные (табличные) значения соответствующих величин.

Можно видеть, что и в этом случае первое приближение рассматриваемого метода дает хорошие результаты: ошибка в величине изгибающих моментов не превышает 6,9 .%, в величине поперечных сил - 10,2%. При этом полученные результаты являются более точными, чем те, которые определяются при помощи метода Бубнова-Галеркина [3].
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